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Sulla caratterizzazione delle curve di diramazione 
dei piani tripli ('). 

Nota di OSCAR 'COI8INI e di C:é.RLO FBLlOE MA.NARA (a"' Milano). 

santo. ,",Si ~JW'~ si CIl««.tter.i4ZlBlUf,o, f!,41 punt& di, vista. arit7tMUCO '. /~~~le,.le C1WU6 

.� di diramaeionedei piani tripli. Nel presente la~ro ,la suddetta carat~e':'"safione ~ 

Umitafa al caso dei piawi tripli ottefl>Uti per proiezione di una 81f..per{ìcie di or4'ne 
n eS), sprovvista dì curva multipla, àa' 'Un suo pff.n.fo tH;tdtiplb secondO li.- B~ . 

s.. d-.wl> l'""_ binuoioMz" "eI pian. lriploav.nte ....Ii data • .....,.. di li"", 
mdzio"e ti si dà l' 6quasiQne effettiva 'di uft: S1W modello proi.eUivlJ. 

1. IntrodllZionll. - È noto che lo studio delle ourve di diramazione dei 
piani ttiplipnò eBliere affrlllltato ·da un pdnto di via~a strettamentl' algebrico, 
profillando delle formule Qhe dànno il discriminante dell' equll!<Ìone cubica;. 
·ricerche in questo senso sono stl'te fatte (') tuttavia, pur eSè<ln,dosi ottenuti. 
con que&to ·mezzo notévoli risultati, non .i pnll a.serire che ·e.si e80l'nO dal 
campo della pura descrizione e classificazione dei piani tripli. Nel presente 
lavoro ci proponiamo di .studiare alcuni problemi· ohe non pare siano stati 
ancora posti e formulati i1\ maniera· precisa ed esplicita. Pensiamo ci)e tali 
problemi, pertinenti alla caratterizzozione delle curve di diramazione dei piani 

. irlpii, possano ridursi ai se.guentifòndamentali: 
A} Assegnare le condizioni oaratteri\!tiohe (di Upo proiettivo e funzio· 

nde) sotto le quali lUIa ~a.ta....CU"~ ~ b;el1rfa -didir&lDb1one di (almeno) un 
:P~\l triplo; , 

. 8) Posto ohe una .dat;t curva ~ soddisfi· alle oondioioili ·suddette, dater· 
~jn!lore .l. piani tripli, biraziolUtlmente distinti, che,. la po.sJleggano come curVll 
MdÌÌ'.,nazione, . 

lJonriferimento s,d, un partioolare modello proiettivQ di piano triple, 
,i -'� qualestottiene proiettà;ndo su di. un piano una superticie. F di ordine n 

(oon n;;;;: 3) da nn ..nopnnto O ohe si.. (n...,. i!)-plo, noi oi limiteremo nel pre· 
sente lavoro a trattare quello che ohi..mer~mo il «oaso semplioe> di piano 
triplO, oio. il. OIl!!ll m..oul 'la "l1fl"lrfiel.. F non:· ·poss,.. 00:l'Ta multipia,M 
propria né infinit.esima nell' intorno di 0, 

Da trat'taziòne di questo c caso semplic~ > ci' permetterà di far 've.dere 
praticamente in qual modo intendiamo impostare e risolvere i .probiem\. fòn. 

(.) o ....... ,dIa Red&wul"'iIl.l'gentlaiOl_. .� 
(2), Cfr. p. ,es.: G. POMPILJ, $.lla rappresentMìone algebf'tça dei piani triplil • Rend.� 

o , Sem.� ~t. Univo di Roma., Serle 4&, VoI. 3°, 193ft Lo stesso A. ritornava sulla queatione
"',;;.i;'" 0-.,.".·...i ,......IWI:".•Bond:·IJot.: Ltml>, ',. V.ll 1'4, 11l4!l'41,. 8ludj"'"o1<oil compor. 

'. ',i: ,~ento dei piaRio tttipli (lJ ~ .•11& traItI(jrm~~OD.i ~l'&td'omtlM. 

.~. 
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damentali che abbiamo sopra ,enunciati (cfr. i risultati. contennti nei' teoremi 
dei §§ 3 e 4 pago 259 e 264) ed insieme di spianare la via alla trattazione 
di casi. più generali. 

Prima di iniziare la trattazione vera e propria v~gliamo qui ricordare 
nna nota' propOllizione, dovuta all' ENRIQUEB ('l, secondo la quale se una 
certa curva 'i' di ordine >n, dota'ta di un certo numero di nod~ e c!lspidi, è di . 
diramazione per un piano n-pio, lo stesso accade per ogni ourva che si ottiene 
da gJ mediante una variazion~ co"ntinua che ne m~ntenga) in8i~me ,:on l'or· 
dine, anche il numero dei nodi e delle' cuspidi. .. 

Le curve che iu questa trattazione indi6heremo con 'l' saranno sempre 
curve di diramazione di piani tripli e quindi potranno evidentemente. posse· 
dere' soltanto cuspidi. 

Nel seguito sempre riterremo che le curve di cui ci occuperemO siano 
cu,rve generiche del sistema continuo a oui appartengono; 'restano quindi fin. 
da ora eliminati tutti i dubbi' che potrebbero sorgere relativamente a speciali 
particolarizzazioni delle curve 'i'. 

2. Curve covarianti, ca t'atteri . numer.ici e funzionali. delle curve 'l'. 
Oonsideriamo dunque una superficie F di ordine n (con' n;;:" 3) .avente un 
punto (n - 3)-plo O e realizzante il «ca,so semplice» di . piano triplo, ei~è 

sprovvista di curva multipla, propria o infinitesimà'nell' intorno di O, Supposto, 
come è sempre possibile, che' O sia il pùnto improprio dell'asse z, l'equazione 
di F assumerà la forma 

(l) 

dove a,,_'I, b"_2, C~-l, d,.' sono polinomìi in 00, y di_grad~ uguale aI19.ro, indi~e; \ 
Il nostro piano triplo potrà' ritenersi disteso sul piano x, y e la sua curva ,di' 
diramazione 'l'm, di ordine m, sarà allora definit,a come il luogo dei punti ' 
dello stesso piano per cui le soluzioni della (1) non sono tutte fIlllzionalmente 
distinte, oppure (che é lo stesso) come traccia sul piano x, y del cilindro,. a 
generatrici P'lJ'allele all' asse z, ,circoscritto alla superficie F; l'equazione 
di 'l'm si otterrà perlanto uguagliando a zero il discriminante della (1) 

'. 
(2) 'l'm! a~_.d~ + 4an-8e~_1 - 6an_sbn_.cn_tdn - 3b~_oC~_( + 4b~_.d. =0. 

/E!lunceremo qui alcune proprietà della 'i'm che, par essendo {) note>(') o di 
facile verifica, sono tuttavia da tener presenti perché di grande importanza 
per 'la risoluzione dei nostri problemi fondamentali, risolitzione che affronte·, 
remo nei paragrafi seguenti. Interessano in primo luogo l'esistenza. ed il 

(8) F. ENRIQUES, Sulla costrueiom àelk ("nsio"'; algebriche di due V(lf'iabiU possedeuti 
una àata ':CUrVa di àiramastone, c A.nnali di Matematica., Serie 41L , I, 1924. 

(4) Cfr; per es.: i lavori di G. PO~PILJ citati alla nota (21). 

\ . 
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comportamento di alcune notevoli curve covarianti proiettive di 'f'm' Si hanno 
an~itutto le tre curve seguenti 

.Ib _I a._3 bn _ 2 O1 __ 

'fdn-3 - I 

, Cn-l dn 

'.1. • 'I b._2 Cn--l 1_- O(3)� 't'2tl-2,=� 
: Cn_l du� 

.1. I a._3 b'_2 [ O
'1'2.-, = I = 

bn_ 2 Cn_1' 

che permettono di porre l'equazione della 'f'm neha forma segnente 

(4)� 'f',. = ,~~.-3 - 4</>'n -2</>'n-•. 
Si hanno poi le due curve 

,_ r.P3n-6 == an - or.P2n_R ~- 2b,~_l:ffi2n_4
(5) 

f ~~h.-3 = dn~hn-~3 - 2Cn_ltP~n_2 

ognuua delle quali permette una secouda espressione dell'equazione della 'f'm 

come segue 
2 Il 2

Ia.-a,!,m = 4</>2'_' + <jIa.-6(6)� 232 
dn'f' .. = 4<j12n-2 + <jIa._•. 

In base a quanto siam venuti fin qui scrivendo sono di immediata dimo
strazione le pI'oprietà seguenti: 

a) le cuspidi di 'f'.. sono date da quei punti di interse~ione di <jI'n-8 
con r.P2n-.i che non sono contemporaneamente intersezioni di an _8 e ~n-2 : oppnre 
da quei punti di intersezione di r.P~»-3 ·con ~2n-2 che non sono contemporanea
mente interse~ioni di C._l con d•. E di qui 

b) tutte le nominate CUI've <jI sono aggiunte della 'f',.. 
c) La <jI",_, è tangente alla 'f'.. ovunque la incontra fuori delle cuspidi, 

in un gruppo T di (n - 2)(n - 3) punti; la" 0/",-, è pure tangente alla 'f'm 

ovunque la incontra fuori delle cuspidi, in un gruppo T' di n(n - l) punti. 
d) La </>,._a seca sn 'f'.. fuori delle cuspidi il gruppo T + T', che è 

composto di punti dLstinti qua,ndo Cln_B ~ bn _ 2 ~ Cn-l, .(in sono polinomii generici. 
cJ La <jI.n-6 è tangente in ognnna del1e cuspidi di 'f',. alla relativa 

tangente cnspidale' ed incontra 'f',. fuori delle cuspidi nei pnnti del gruppo T, 
avendo in ognuno di essi un nodo, con uno dei rami tangente a iflm e quindi 
possedendo ivi tre interse.ioni rinnite con 'f'm stessa. Analogo comportamento 
ha o/.n-a nelle cuspidi e nei punti del gruppo T'. 

Un secondo gruppo di proprietà riguarda i caratteri aritmetici (o plllcke. 
riani che dir si voglia) .della 'j'm, caratteri che, tenuto presente qnanto abbiamo 
detto alla fine del precedente paragrafo, si ridncono a due fondamentali: 
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l'ordine m ed il numero. delle' cnspidi, nnmero che indicheremo con k; e,ssi 
BOO: dati dalle formule 

\ m=4n-6(7) I k:-3(n-l)(n-2) 

che Bono di immediata di1Jlostrazione. ..' .Da quanto precede si deduce subito un terzo gruppo di proprietà della 
'f'.. , proprietà qneste ultime di' tipo funzionale. Fer formularle indi,chiamo 
con K il grnppo delle cuspidi di 'f'.. e con E un generico gruppo di Buoi 
punti alli,neati. Si ha allora' 

T'""T+E(8) 
T + K "" (n - 2)E. 

l' 

Si ha poi che la serie completa di tutti l gruppi equivalenti a T + E ha 
dimensione non minore di il ossia, 
(8)' lT+ El = g~t:-'1 
con ,8:? O. 

3. Caratterizzazione fnnzionale delle oone 'f'. - 'Passiamo ora a risolverà 
i nostri problemi fondamentali, cioè a caratterizZllre completamente (almeno nel 
«caso semplice» di cui cr occnpiamo quiJ le curV<! di diramazione dei piani 
tripli e costruire questi ultimi a partire dalle curve stesse. Per quanto riguarda 
la caratterizzazione rioordiamo ohe e$sa dovrà necesEj:ariamente basarsi su 
all'è proprietà delle curve oltre al possesso di dati caratteri pl,tlckeriani, 
potchè è noto che tale possesso è condizione necessaria ma non sufficiente ' 
perchè una.data curva sia 'di diramazione per un piano multiplo t');, preoisa., 
mente nòi sfrutteremo le proprietà di hllo fun,zionale (8) ed (8)' che abbianlO 
enunciate alla fine del precedente paragrafo. . 

Consideriamo dunque una curva irriducibile 'f'm dotata di sole cuspidi e 
possedente i oaratteriplilckeriani soddisfacenti. alle relazioni aritmetiche pro
prie del «caso semplice» cioè un ordiue 'In tale che 

(7), n=('In +6)/4 

sia intero e un numeru di. cuspidi k dato da 

(7)" k= 3(n-l)(n- 2). 
, 

Indichiamo ancora con K il gruppo delle ouspidi di 'f'.. e con 1l' un generilio' 
gruppo di suoi punti allinllali; sia l'0i O un generico gruppo canonico' e <Ji. 
una generica aggiunta di 'ordine i. 

, , 

(~)' Ofr. per es.: B. SEGRE, S...Ua cara#terlee~eion8 delte curve di dira~aeion8 dei piani 
multipli 'g8tteNdi, c Mero. Aoo. d'natia», VoI. IO, n. 4, 19BO. ' . 
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Sussiste il seguente 
TÈOBEMA [, - La 'l'm è CUTva, di diramlÌrione' di un piano t'-iplo se sono 

verificate le 'due seguenti ipotesi 
1. - Il gruppo K • contenuto nella serie compie/ti: di tutti i gruppi equi

valenti ai gruppi segali dalle curve di ord#le (n - 2) ossia esiste un gruppo T 
di t punti tale che il gruppo T + K è equivalente a tutli i gruppi' s~gati dalle , ' 
curve d' ordine (n '-- 2); in (or,nule 

(9) T+ K == (n - 2)R 
r 

2_ - La serie completa di tutti i ,gruppi eqllh-olenti a T + R non ha 
punti fissi e quindi ha dimensione non minore di 3, ossia 

(10) IT + R I= g~t':-l' 
con s~O_ 

Più precisamente si ha che il pian'Q triplo per cui tale 'l'.. è di dirama" . 
zione appartiene' al < caso semplice., 

La dimostrazione 8arà ottenuta c08truendo un piano triplo per cui la 
eurva data è. di diramazione, cioè dimostrando che nelle ipotesi poste, esistono 
quattro polinomii in x, y che indichiamo/ con a-n_s", bn- 2 , Cn_l, d" tali 'che 
la 'l'.. può scriversi come discriminante della equazione di terzo grado in z 

(1 )' 

AVVERTENZA_ - Prima di infziare la dimostrazione avvertiamo che finora 
abbiamo usato indifferentemente una' stessa lettera per indicare una curva 
algebrica ed un generieo polinomio in x, y che, uguagliato a zero, ne fornisce 
là equazione ('); d'ora innanzi quando ci occorrer4· ivdicare, un ben determi. 
nato tra questi polin'llllii' useremo la lettera stessa (con la quale indichiamo 
la, curva ed un polinOl'nio generico) munila di una sopralinelttura. 

Premesso ciò, passiamo alla dimostrazione del teorellla, dimostrazione 
che, per maggior chiarezza, daremo nel caso particciare in' cui è n = 7, 
avvertendo però che la sua validità sussiste in generale, essendo' il caso par
ticolare trattato del lutto oaratteristico.. 

Sia dunque una <P.. per cui n = 7 e quindi m =22, k = 90; calcoli imo 
mediati dànno allora che il genere p di 'l'2" vale 1~O e che il gruppo T di 
cui l'ipotesi n. 1 afferma l'esistenza consta di t = 20 punti; la relazione (9) 
allora divellt~ 

(9)' T + K 2!! oR 
IOsservi/tino anzitutto che la serie 15R I contiene la serie secata 'snlla 'l'22� 

dalle quintiche e quindi è una g~r:' con s ~ O; essa risulta cosl speciale e� 
verrà dunque sècata dalla totalità delle curve aggiunte <J;,. (d'crdine 19 = 22 - 3)� 
passanti per un residuo'gruppo fisso di 128 punti, gruppo che indicheremo con r.� .' 

(~) ~ noto ohe tsle polinomio b determinato soltanto a numo di una costante moltiplicativa. 
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Possiamo duuque scrivere, indioando con O, come abbiamo già avvertito, 
un gruppo oa.nonico, 

15RI == IO-l'I 
Inoltre non pùò una <j;,. passare per ilIO purtti comuni alla 'P22 e ad 

una quint.ica generica senza spezzarsi nella quintica stessa ed in una, residua 
aggiunta 'h.;... possiamo dunque concludere che esiste una <j;u passante per il 
gruppo r. 

Consideriamo ora la serie completa I O + 5R I secata dalla totalità delle 
curve aggiunte <j;2.; ricordando le relazioni scritte qui sopra si ha: 

0+ 5R == r + 10R == r + 2K + 2T 

esisterà dunque in base all"equivalenza qui scritta, una <j;2. secante il gruppo 
r + 2K + 2T; tale <j;" dovrà avere q)lattro intersezioni riunite con 'P22 in ogni 
cuspide e quindi dovrà avere ivi un punto doppio, cioè sarà una biaggiunta 
a 'P22 secante fuori delle cuspidi il gruppo r + 2T, .IIIa abbiamo già visto che 
il gruppo r .è seoato su 'P'" da una <j;,,; dunque, in base al classico teorema 
di N6THER, detto dell'Af + B'P, potremo scrivere 

~" = ~;;12 + ~u~1O 

e di qui deduciamo che il gruppo.2T sta su una <j;1O che è visibilment.e una 
aggiunta. Come si verifica subito, tale <j;1O è unica e non ha intersezioni con 
<j;,., fuori dei punti K e T. 

Dal fallo che l'aggiunta <j;1O seca su 'f'22 (fuori dei punti' doppi) il gruppo 
. 2T, segue che la totalità delle <j;'5 secherà su 'P22 la serie completa di tutti i 

gruppi equivalenti a 2T + 5R; ma per la relazione (9)' 

2T+5R== 2T+K+ T==3T+K. 

Esislerà dunque una aggiunta <j;'5 secante il gruppo 3T + K; ossia tangente 
-in ogni cuspide di Cf22 alla relativa tangente cuspidale ed avente tre interse· 
zioni riunite in ognuno dei punti T. Facilmente si verifica che tale <j;'5 è 
unica e non ha in comune con 'P22 altro che i punti dei gruppi K e T. Con· 
sideriamo ora la curva generica del fascio 

<j;i. + À<j;1o = O 

essa ha l'ordine 30 e possiede essa pure una cuspide in ognuno dei punti K 
(in t~ui tJ;1O e tf!15 si intersecano semplicemente senza toccarsi) avendo ivi la 
stessa tangente cuspidale di Cf22. Essa ha quindi 6 intersezioni riunite con Cf" 
in ognuno dei punti K e, come si verifica facllmentè, pure 6 in ognuno dei 
pnnti T; in totale quindi 6.90 + 6.20 = 22.30 intersezioni nei punti K e T 
e quindi nessuna altra intersezione variabile fuori di essi. Potremo allora 
im porre che una curva del fascio possegga uua ulteriore intersezione con 'P22 
ottenendo cou ciò una curva spezzata nella '1';2 stessa ed in una residua %8;' 
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con una scelta opportuna dei polinomii sopralineati rappresentativi eelle 
onrve in questione potremo allora sorivere 

-- -5 ;il
(11) {r,'l'22 = 4<1>10 + <l'I.. , 

Abbiamo fin qui utilizzato lo, rela.ione (9)' che traduce l'ipotesi n. 1 del 
nostro teorema,; fissiamo ora 1'attenzione sull' ipotesi n. 2. Da essa si deduce 
immediatamente che esiste (almeno) una <1>" che contiene i punti T ciascuno 
una sola volta e qnindi in particolare non è spezzata nella somma di una 
l'etio, e della <1>10. Infatti la totalità delle <1>" passanti semplicemente per i punti 
del gruppo T seca lo, serie completa dei gruppi equivalenti a T + B, serie 
che, per ipotesi, non ha pnnti fissi. 

Consideriamo ora lo, curva generica del fascio 

'l'22 + À<j>;, = O 

essa non ha intergezioni variabili con 0/10, avendo con questa due iutersezioni 
riunite in ognuno dei punti dei gruppi K e T. Potremo allora imporre che 
uua ourva del fascio .i spezzi nella somma della <1>'0 e di una <l'LO residna; 
scegliendo opportunamente i polinomii sopralineati rappresentativi delle curve 
potre~o scrivere 

(12\ 

dove 'l''' è lo stesso polinomio che compare nella (11) e ~" è visibilmente 
Una aggiunta. 

Osservando ora che lo, curva <jJ.. passa per i punti éomuni alla .pIO ed 
alla <jJ", potremo applicare ad essa il leorem.. dì~~THlIlR già invocato sopra 
e scrivere 

dove <),15, ~'0 e <jJ1I sono gli stessi polinomii che compaiono nelle formule 
precedenti ed a, = O, b5 = o rappresentano una quarlica ed una qnintica. Per 
qnimto riguarda lo, prima poi è facile convincersi che eBsa passa per i punti T. 
Infa\l.i nella relazione (13) sopra scritta il primo membro rappresenta n1la 
eurva che ha tre interBozioni riunite con i;f22 nei punti T; nel 8Hcondo membro 
il termine 2b.tlO rappresenta una curva che né ha 'almeno due; ne segue che 
lo, curva rappresentata dal termine a;<\,,, ne deve avere almeno altrettante; 
ma ;:,,, ha iutersezioni semplici con '1'22 nei punti T, dunque a, deve passare 
pure per essi. 

Introduciamo ora nella (11) l'espressione di <P22 dat" dalla (12), tenendo 
conto della (13). Si ha 

- --2 - - -3 -2-2 _._- - -2'-2 
l',[<jJ" - 40/ to<jJ,,] = 4tJilO 1- a.tJiu - 4a.boO/ lO<Jiu + 4b.ho 

ossia, raccogliendo i termini che contengono '~;1 
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Ora iI secondo membro di questa equazione è un. polhomio divisibile 
per ~.O; tale .deve dunque essere anche il primo membro. ~a abbiamo visto 
che <l>1L nOn si spezza nella somma di <1>10 e di una ret-la, mentre d'altra parte 
non può il polinomio di ottavo .grado &s - a; essere divisibile per ~1O senza 
essere identièamente nulio. Si ha quindi identicamente 

- :1!
(15) 3-s = a•. 

La relazione (11) tenendo conto dell' identità ora dimostrata diviene 

(11)' 

Di qui si deduce che ia quartic", a. deve essere tangente a '1'22 nei punti T.. 
Se infatti non lo fosse la curva complessiva ar<f;" avrebbe iviuna singolarità 
composta di un punto triplo cou due rami tangenti tra loro ed il terzo no; 
il che si verifica facilmente essere impossibile in un punto che sia comune 
a <1>,0 ed a <1>.6 in quanto la sua equazione' si scrive anche' 4~~0'+~' . O. 

Ritorniamo ora snlla espressione (131; per quanto abbiamo ora osservato,. 
al secondo membro il termine a,~., rappresenta Una curVa che hl> tre inter
sezioni" riunite con '1'22 in ognuuo dei punti T; sappiamo che uguale proprietà 
ha ia h.. Dunque anche la curva b.!jJ,0' deve avere tre intersezioni riunite' 
con 'P" in ognuno dei punti T; ma abbiamo visto che <1>10 ne ha due e non 
più, dunque anche la quiutica b. dovrà passare. per i punti T. Applichiamo 
allora il teore'ma di NOTHER già invocato più di una volta alla curva <1>11 che 
passa per i punti T, i quali esauriscono ie intersezioni di a, e b•. Avremo 

(16) 

dove y. = O e 6, = O rappresentano curve di ordine 6 e 7 rispettivamente. 
Analogamente possiamo fare per la <1>10 la quale, essendo tangente a '1'" e 
quindi alla a, in tu.tti i punti T potrà scriversi 

~ - - -2 
(17) <1>10 = a,ca ~ b. 

dove Co = O rappresenta una curva di ordine 6. Introduciamo ora queste 
espressioni nella (13); avremo, eseguiti i oalcoli . 

f,. = a:a, - a,boyo - 2u.'6.oo + 2b~ .. 
Se ora costruiamo l' espressione 4~. + ~. otteniamo 

-g -2 ~s-a' ~2'i24l - -4- ~6

4<1>10 + <1>,. = 4(a,Ctl- 3a,boco + 3a,b,c. - b.) + 
-2-- -- --2 ~i1-- -- -- i"6+ a,(a,07 - b.yo - 4b,Ctl) -+; 4a,bo(a,07 - b.,a - 2b.c.) + 4b. =� 

= a;[4a.c: -12KC: + (ii.S, --'-- b.io - 2boO.)' + 4bgS,] - 4a.iit(i. - Ca)� 

e di qui, tenendo conto che, in base alla (11)' l'espressione sopra scritta deve 
esser9 divisibiie per ~ otteniamo che o il polinomio b. ha un fattore in 00

mune còn a, o la differenza y. - Co è divisibile per u.. Ma, come si verifica 
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, subito, dalle formule che dànuo ~ll', ~10 e ~t' la prima ipotesi è assurda 
giacchè porterebbe che 0/,. e 'P" avrebbero altri punti in comune oltre a quelli 
dei gruppi K e T, contrò la circostanza prinia rilevata ; sarà dunque 

(18) , r. = C6 + a,,,. -. 
dove ~2 rappresenta un polil)omio di secondo grado. 

Ritorniamo ora a coniliderare per un momento la formula (14); abbiamo 
dimostrato che è &8 = ii:; dal che consegue che il primo membro di, t:iJ foro 
mula è identicamente nullò. Lo stesso deve quiudi avvenire anche del ,secondo 
membro; ma non poten,do essere identicamente nullo il poliuomio <j;1O 'sarà 

. - - , .
tale l'espressione tra parentesi, la quale, tenendo conto che è &s = a" darà 
in definitiva 

--'lr 02 - - - ~2-

, ,a,o/io + 0/10 - a,b.o/ll + b.o/ IO = O. 

SQstituendo in que~ta, equa.zione le espressioni di o/~' e 0/-10 che, son date dalle 
(16), (17) ,e tenendo conto della (181 otteniamo in definitiva' 

~ - - -- -2
0/'2 = b.(Iì, - b.".) - c.� 

ponia.mo ora� 

dove d, risulta essere, come ll" 'un polinomio di grado .7; otteniamo cosi 
o.. - - i"2
0/10 = tU"" - b. 

~11 = ii,d-, -b.e. 
- ----l}"

0/'2 = b.d, - c, . 
Non resta ora che introdurre' queste espressioni di <jI,o, 0/11, <jIl. nella (12) 

per ottenere 
- -- --2 -- -2-- -2 
'P" = (a,a., - Ò5C8) - 4(a,,,,, - b.l(b.d, -·Co) = 
= a:~ + 4a,0: - 6';:,b.c.d, - 3iifc: + 4b:/ì,. 

È cosi provato che la nostra' ;p.. .può scriversi come il discriminante della 
equazione cubica in e I 

-8 -2 - 
(1 J' «,z + 3b.., + 3coZ + d, = O 

cioè che essa è la curva di diramazione del piano triplo di equazione (1)' 

4. Identità bira.zionale di dne piani tripli possedenti la. stessa enna di 
diramazione. - Il teoremI. testè dimostrato risolve in, modo ,esanriente il 
problema fondamentale A) in quanto siamo ora in grado di affermare che è 
eertamente curva di diramazione di un piano triplo Ma 'f'.. che posse~ga le 
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proprietà caratterietiche enunciate al pa~agrafo precedente, cioè per cui eia 

17)' (m + ~)/4 = n con n intero� 
(7)" k = 3(n - l)(n - 2) = 3(m2 - 4)/16� 

(9)� T+ K == (n-2)R� 
la eerie T + R eprovvieta di punii fiesi� 

e plU precisamente il piano triplo di cui si tratta rientra nel « caeo eemplice ». 

Di più la tecnica� dimostrativa eeguila ci ha meeei eulla via per una 
riepoela eeauriente anche del problema BI, in quanlo è etato coelruito un 
piano triplo che ammetle la curva dala come curva di diramazione. Rimane 
ora a dirimere la� questione se queelo piano Iriplo sia unico (s'intende sempre 
nel campo birazionale) oppure ne esielano altri; ed in questo secondo caso 
occorrerà coslruirli. Noi risolveremo qui anche il problema fondamentale B) 
dimostrando il 

TEOREMA II. - In relazione ad una curva 'Pm soddisfacenle alle condizioni 
sopra indicate esiste un unico piano triplo che la mnmette come curva di 
diramazione. 

Per semplicità e per fissare le idee conserveremo i simboli del precedenle 
paragl'afo e ragioneremo eul caso particolare ivi trattato; per dimoetrare il 
nostro aseunto ci baeeremo eui risultati delle recenli ricerche del ORISINI 

relalive alla identità birazionale di duc piani multipli aventi la sleeea curva 
di diramazionc ('l. Ivi è dimoetrato chc dne funzioni algcbriche di due varia· 
bili z(x, y) e ç(x, y) poseedenti la steeea curva di diramazione 'Pm ch,e eia do lata 
di eoli nodi e cuepidi eono birazionalmenle identiche eolto le due ipotesi 
eeguenli: . 

1. - La curva 'P.. appartenga a quello che ivi è chiamato il «caeo 
generale» cioè poeea penearei otlenula per variazione continua da una forma 
limile 'P'.. epezzata in parti Cl, O2 ... C" tulte doppie, in modo che le inter.e· 
zioni di due Oi di indici consecutivi diano origine ciascuna a tre cm;pidi 
di 'P.. e quelle di due 0, di indici non conseculivi diano origine ciascnna a 

, quattro nodi di 'P... 
2. - Le determinazioni di z e ç siano in .numero maggiore di quattro. 

Ora che la noetra 'P.. soddisfi all' ipotesi 1. si trova già dimostrata al· 
trove ('). Sembrerebbe invece che nna funzione, algebrica z(x, y) 'definita da 
'nn piano triplo foeee in stridente contrasto con l'ipoteei 2., senonchè anche 
queeta difficoltà è preeto euperata. Infatti nel lavoro citato del ORISINI tale 
ipoteei è neceesaria per la validità generale di un lemma fondamentale (ivi 

(7) O. CHl8INI j BuUa iàentità biraeional8 di dUB funzioni algebriche di due vd'I'iabiU 
dotate di'Una medesima curva di dirllmaziOftB, «Rend. 1st. Lomb. ~, VoI. 77, Fase. 2<', 1943·44. 

(8) O. OltJ8INI, Sulla curva di dirama~ione dei pia-ni multipli, • Rend. Lincei 1>, VoI. 23, 
8erie 68, l° sem. 1936. 
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lemma 2) relativo ai sistemi di sostituzioni, lemma' ohe afferma: «Due si· 
stemi 8 e ;\; che siano ugu~lmente concatenati e di cui l'uno (8) sia transitivo 
su un numero n ~ 4 elementi, sono fra loro\ simili ». . . 

Si presenta infatti, per n,;;; 4 la eccezione fOlidamentale dei due sistemi: 
8 dato dagli scambii (12), (23), (31) e ;\; dato dagli scambii (12), (13\, (14) che 
presentano la stessa conoatenazione senza essere' evidentemente simili. Ma si 
vede subito che, con l'ipotesi supplementare che i due si~temi in questione 
<lperino ambedue su tre elementi soltanto, il lemma sopra enunciato conserva 
in pieno la sua validità; .e questo è appimtoil Caso in cui ci si trova quando 
si tr'!'tta' di dimostrare la identità birazionale di due piani che s,iauoambe· 
due tripli. . . 

Sussistouo dunque pienamente i risultati conseguiti, dal ORISINI nel 
lavoro citato e rimane .quindi dimostrata l' u~icità del piano triplo costruito 
in relazione alla nostra 'P... . 
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